
Syst èmes à un degr é de libert é

Intérêt

• caractéristique de nombreux systèmes

• réduction oscillateur n ddl −→ n oscillateurs à 1 ddl

Définition

Elément de masse
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es Définitions
Elément de masse

Deuxième loi de Newton xmF &&=

x&&

F
m

Corps rigide en rotation θ&&JM =

Energies cinétiques

2

2
1

xmTt &=

Corps en translation

2

2
1

θ&JTr =

Corps en rotation

Deuxième loi de Newton F = mẍ

Corps rigide en rotation M = Jθ̈

Energies cinétiques
Corps en translation Corps en rotation

Tt = 1
2mẋ2 Tr = 1

2Jθ̇2
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Syst èmes à un degr é de libert é (2)

Couplage de masse en translation et en rotation
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es Couplage de masses en translation et en rotation

Masse équivalente en translation

Inertie équivalente en rotation

2

2
1

xmT eq &= 2
0

R

J
mmeq +=

2

2
1 θ&eqJT =

2
0 RmJJ eq +=

0J

θ
x

R

m

Masse équivalente en translation

T =
1
2
meqẋ

2 =⇒ meq = m +
J0

R2

Inertie équivalente en rotation

T =
1
2
Jeq θ̇

2 =⇒ Jeq = J0 + mR2
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Syst èmes à un degr é de libert é (3)

Elément de raideur
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es Elément de raideur

xkF =

Energie potentielle

Loi de Hooke (élasticité linéaire)

2

0 2
1

' xkdxFV
x

== ∫

Raideur en translation en N/m

12où xxx −=

Pour un système en rotation
θkM =

Raideur en rotation en N m/rad

k
1x 2x

FF F

x
V
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es Elément de raideur

xkF =

Energie potentielle

Loi de Hooke (élasticité linéaire)

2

0 2
1

' xkdxFV
x

== ∫

Raideur en translation en N/m

12où xxx −=

Pour un système en rotation
θkM =

Raideur en rotation en N m/rad

k

1x 2x
FF F

x
V

Loi de Hooke (élasticité linéaire)

F = kx où x = x2 − x1

raideur en translation en N/m

Energie potentielle

V =
∫ x

0

Fdx =
1
2
kx2

Pour un système en rotation M = kθ

raideur en rotation en Nm/rad
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Syst èmes à un degr é de libert é (4)

Exemples

     Chapitre 2
Oscillations libres d ’un système à un degré de liberté
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Poutre encastrée soumise à la flexion

Barre en torsion uniforme

y

l,IE F

Barre en extension x
AE

FE
l

== etεσ

l

AE
k =

Fxl,AE
en N/m

3

3
l

IE
k = en N/my

IE
F 3

3
l

=

JGM M
θ

l

JG
M =

l

JG
k = en N m/rad
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Syst èmes à un degr é de libert é (5)

Exemples
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Ressorts en parallèle

Ressorts en série

1x 2x
FF

x′
1k 2k

21

111
kkkeq

+=

21 kkkeq +=
1x

2x FF

1k

2k
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Syst èmes à un degr é de libert é (6)

Elément d’amortissement visqueux
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es Elément d ’amortissement visqueux

xcF &=

Puissance de dissipation

Loi de comportement

2

0 2
1

' xcxdFD
x

&&
&

== ∫

Constante d ’amortissement  en N s/m

12où xxx &&& −=

Pour un système en rotation

θ&cM =

en N m s/rad

2x

1x

F

F
ré

se
rv

oi
r 

d 
’h

ui
le

1θ

2θ

M

M

film d ’huile
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es Elément d ’amortissement visqueux

xcF &=

Loi de comportement

2

0 2
1

' xcxdFD
x

&&
&

== ∫

Constante d ’amortissement  en N s/m

12où xxx &&& −=

Pour un système en rotation

θ&cM =

en N m s/rad

2x

1x

F

F

ré
se

rv
oi

r 
d 

’h
ui

le

1θ

2θ

M

M

film d ’huile

Loi de comportement F = cẋ où ẋ = ẋ2 − ẋ1

constante d’amortissement en Ns/m

Puissance de dissipation

D =
∫ ẋ

0

Fdẋ =
1
2
cẋ2

Pour un système en rotation M = cθ̇
en Nms/rad
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Syst èmes à un degr é de libert é (7)

Système à 1 ddl non amorti
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Système à 1 DDL non amorti

Schéma rendu libre

Force d ’inertie :

Force de rappel :

Force de pesanteur : gm

( )xk +∆− l

xm &&−x

Equation d ’équilibre

( ) gmxkxm ++∆−= l&&

0=+ xkxm &&

équilibre dynamique

xm

k
l∆

m

kl0l

m

k

Etat initial Equilibre statique En mouvement

gravité

Schéma rendu libre Equation d’équilibre

Force de rappel:− k(M l + x) mẍ = −k(M l + x) + mg

⇓
mẍ + kx = 0

équilibre dynamique
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Système à 1 DDL non amorti

Schéma rendu libre

Force d ’inertie :

Force de rappel :

Force de pesanteur : gm

( )xk +∆− l

xm &&−x

Equation d ’équilibre

( ) gmxkxm ++∆−= l&&

0=+ xkxm &&

équilibre dynamique

xm

k
l∆

m

kl0l

m

k

Etat initial Equilibre statique En mouvement

gravité
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Syst èmes à un degr é de libert é (8)

Formulation lagrangienne

d

dt

(
∂L
∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 avec L = T − V
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es Formulation lagrangienne

VTL
x
L

x
L

dt
d −==

∂
∂−








∂
∂

avec0
&

Energie potentielle 2

2
1

xkV =

Energie cinétique 2

2
1

xmT &=

0=+ xkxm &&

x
m

k

Energie potentielle

V =
1
2
kx2

Energie cinétique

T =
1
2
mẋ2

=⇒ mẍ + kx = 0
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Syst èmes à un degr é de libert é (9)

Equation d’équilibre dynamique mẍ + kx = 0

Cette équation peut également s’écrire sous la forme

ẍ + ω2
0x = 0 où ω2

0 =
k

m

Solution générale: mouvement harmonique

x(t) = A cos(ω0t) + B sin(ω0t)

= X cos(ω0t− φ) = Re[ei(ω0t−φ)] = Re[Xeiω0t]

X - amplitude ω0 - pulsation naturelle φ - phase X - amplitude
complex

ω0 =

√
k

m
Fréquence propre f =

ω0

2π

en rad/s en Hz
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Syst èmes à un degr é de libert é (10)

Mouvement harmonique

x(t) = X cos(ω0t− φ) = Re[Xeiω0t]
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)(tx

t

Mouvement harmonique

0

2
ω
π

=T

X
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Syst èmes à un degr é de libert é (11)

Système amorti à 1 ddl

Equation du mouvement

mẍ + cẋ + kx = 0

C.I. x(0) = 0, ẋ(0) = ẋ0
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es Système amorti à 1 DDL
x

m

c

k

Equation du mouvement

00 )0(,)0(C.I.

0

xxxx

xkxcxm

&&

&&&

==
=++

Solution générale tsex =

Equation caractéristique 02 =++
m

k
s

m

c
s

Racines
m
k

m
c

m
c

s −






±−=
2

2,1 22
tsts eBeAx 21 +=

où A et B dépendent des conditions initiales.

D ’où la solution

Solution générale x = est

Equation caractéristique
s2 +

c

m
s +

k

m
= 0

Racines
s1,2 = − c

2m
±

√( c

2m

)2

− k

m

D’où la solution x = Aes1t + Bes2t

où A et B dépendent des conditions initiales
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Syst èmes à un degr é de libert é (12)

Type de solution
s1,2 = − c

2m
±

√( c

2m

)2

− k

m

Amortissement critique ccr = 2ω0m = 2
√

km

Pourcentage d’amortissement
ε =

c

ccr
=

c

2ω0m

Forme générale de l’équation d’équilibre

ẍ + 2εω0ẋ + ω2
0x = 0

Racines

s1,2 = −εω0 ± iω0

√
1− ε2


ε < 1 racines complexes

ε = 1 racines doubles

ε > 1 racines réelles
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Syst èmes à un degr é de libert é (13)

Mouvement oscillatoire amorti ε < 1

s1,2 = −εω0 ± i ω0

√
1− ε2

ωd = pulsation propre du système amorti

x(t) = e−εω0t(A cos ωdt + B sinωdt)
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2
002,1 1 εωωε −±−= is

1<ε

dω = pulsation propre du système amorti

tωε−

)(tx

t
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Syst èmes à un degr é de libert é (14)

Mouvement ap ériodique ε > 1

s1,2 = −εω0 ± iω0

√
ε2 − 1

x(t) = e−εω0t(Aeω0
√

ε2−1t + Beω0
√

ε2−1t)

Mouvement avec amortissement critique ε = 1

s1,2 = −εω0

x(t) = e−εω0t(A + Bt)
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Mouvement apériodique

12
002,1 −±−= εωωεs

1>ε

( )ttt eBeAetx 11 2
0

2
00)( −−−− += εωεωωεSolution

Mouvement avec amortissement critique

02,1 ωε−=s

1=ε

= − 0

)(tx

t

ε = 1
ε > 1
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Syst èmes à un degr é de libert é (15)

Ordres de grandeur de l’amortissement critique

Bâtis de machines: 0, 01 à 0, 03

Arbres en acier: 0, 005 à 0, 01

Réducteurs 0, 02 à 0, 06

Accouplements élastiques 0, 04 à 0, 2

=⇒ 0 < ε � 1
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Syst èmes à un degr é de libert é (16)

Décrément logarithmique

x(t) = e−εω0t(A cos ωdt + B sinωdt)

= Xe−εω0t cos(ωdt− φ)
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x

m

c

k

Equation du mouvement

00 )0(,)0(C.I.

0

xxxx

xkxcxm

&&

&&&

==
=++

Solution générale tsex =

Equation caractéristique 02 =++
m

k
s

m

c
s

Racines
m
k

m
c

m
c

s −






±−=
2

2,1 22
tsts eBeAx 21 +=

où A et B dépendent des conditions initiales.

D ’où la solution

Mouvement oscillatoire amortie

Définition M= ln xn

xn+1

M∼= 2πε
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es Décrément logarithmique
x

m

c

k

1

ln
+

=∆
n

n

x

x

( )
( )φω

ωω
ωε

ωε

−=

+=
−

−

teX

tBtAetx

d
t

dd
t

cos

sincos)(
0

0

teX 0ωε−

nx
1+nx

t∆
)(tx

t

επ2≅∆
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Syst èmes à un degr é de libert é (17)

Amortissement par frottement sec

Equation du mouvement

mẍ + Fdsign(ẋ) + kx = 0
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es Amortissement par frottement sec

Equation du mouvement

( ) 0=++ xkxsignFxm d &&&

x

gmW =k

Fd = µ W

Décroissance linéaire de l ’amplitudeDécroissance linéaire de l’amplitude
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Equation du mouvement

( ) 0=++ xkxsignFxm d &&&

x

gmW =k

Fd = µ W
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Syst èmes à un degr é de libert é (18)

2

     Chapitre 4
Réponse forcée à une excitation quelconque
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Equation du mouvement
00 )0(,)0(C.I.

)(

xxxx

tfxkxcxm

&&

&&&

==
=++

Principe de superposition

x

m

c

k

)(tf

)()()( 2211 tfctfctf +=Si

)()()( 2211 txctxctx +=alors

2x

m

c

k

)(2 tf

1x

m

c

k

)(1 tf
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Syst èmes à un degr é de libert é (19)     Chapitre 4
Réponse forcée à une excitation quelconque
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Réponse à une excitation périodique
)(tf

t

TT ωπ2=

( )∑
∞

=

++=
1

0 sincos
2
1

)(
p

TpTp tpbtpaatf ωω

avec les coefficients

∫ ==
T

Tp pdttptf
T

a
0

,2,1,0cos)(
2

Kω

∫ ==
T

Tp pdttptf
T

b
0

,2,1sin)(
2

Kω
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