Systemes a un degr é de libert €

Intérét
e caractéristique de nombreux systemes
e réduction oscillateur n ddl — n oscillateurs a 1 ddl

Définition ¢

——>

Elément de masse —'m

Deuxieme loi de Newton F = mi

Corps rigide en rotation M = Jb

Energies cinétiques
Corps en translation Corps en rotation
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Systemes a un degr é de libert & (2)

Couplage de masse en translation et en rotation

Masse équivalente en translation

1 .9 JO
Tzimeq:v :>meq:m—|—ﬁ

Inertie équivalente en rotation
1 )2 2
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Systemes a un degr é de libert € (3)

Elément de raideur

Kk
Fe K _F
Xl XZ g

Loi de Hooke (€élasticité linéaire)

F=kxr ou x=ux9— a2
raideur en translation en N/m

Energie potentielle

z 1
V:/ Fdx = —kz?
0 2

Pour un systeme en rotation M = k6
raideur en rotation en Nm/rad
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Systemes a un degr e de libert e (4)

Exemples
- EA
Barre en extension s =Ee o F=—"""x
EA ¢ !
I = F k = EA en N/m
!
Poutre encastrée soumise a la flexion
El, ¢ |F
z 3E | 3E |
e > [ = k = en N/m
v
Barre en torsion uniforme ) G
GJ M=
M - M
o D '
k = G; en N m/rad
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Systemes a un degr é de libert € (5)

Exemples
Ressorts en série

kl k2 F 1 1 1
— AN AMA——
X, X ( X, keq kK. Kk,

F

Ressorts en parallele

Koy = K, +K,
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Systemes a un degr é de libert € (6)

Elément d’amortissement visqueux

réservoir d 'huile

Loi de comportement F =cx OU & = a9 — 21
constante d’amortissement en Ns/m

Puissance de dissipation
LA
D = Fdxr = —cx
0 2

Pour un systeme en rotation M = 0
en Nms/rad
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Systemes a un degr é de libert & (7)

Systeme a 1 ddl non amorti

Etat initial Equilibre statique En mouvement
14 %k / k
° ! i D/ K |
m .t,l X
gravité m m X
Schéma rendu libre Equation d’équilibre

Force de rappel: — k(A l+x) mi=—k(Al+z)+ mg

Force de rappel : - K (D/ + X) b
I o mx + kxr =0
Xl %iForce d’inertie : - MX

!

Force de pesanteur : mg

équilibre dynamique
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Systemes a un degr é de libert € (8)

Formulation lagrangienne

d (8_£>_8_£:O avec L=T-Y

dt \ox ) Oz BE

Energie potentielle

1
V — §k$2
Energie cinétique
1
T = ~mi?
2
— mi + kx =0
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Systemes a un degr é de libert & (9)

Equation d’équilibre dynamiqgue  mi + kx =0
Cette équation peut également s’écrire sous la forme
k
2

i+wiz=0 o0 wi=—
m

Solution générale: mouvement harmonique

x(t) = Acos(wpt) + B sin(wpt)
= X cos(wot — ) = Re[eH(@ot=9)] = Re[ X ewo?]
X -amplitude wg - pulsation naturelle - phase X - amplitude
complex

k i
wo =4/ — Fréquence propre f = ]
m 27T

en rad/s en Hz
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Systemes a un degr € de libert & (10)

Mouvement harmonique

z(t) = X cos(wot — ¢) = Re[Xe™07]

X(t)4
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Systemes a un degr é de libert & (11)

Systeme amorti a 1 ddl

Equation du mouvement

o S
mx + cx + kxr =

}— m
C.I. x(0)=0, x(0)=x A?(MNN:

Solution générale x = e*

Equation caracteéristique L

S2+£s+—20
m m

Racines

C Cc \ 2 k
SR (_) _
51,2 o Sy —
D’ou la solution x = Ae®'* + Be®?!

ou A et B dépendent des conditions initiales
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Systemes a un degr é de libert & (12)

Type de solution
c c \2 k
S12=—5— & ( ) - —

2m % m

Amortissement critique c.,. = 2wom = 2vV km

Pourcentage d’amortissement . .
E = =
Cer 2Wom

Forme générale de I'équation d’équilibre
i + 2ewoit + wiz =0

. / .
Racines e <1 racines complexes

512 = —ewg £iwpV/1—¢e2¢ =1 racines doubles

e > 1 racines réelles

\
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Systemes a un degr € de libert & (13)

Mouvement oscillatoire amorti e <1

= pulsation propre du systeme amorti

z(t) = e " (A cos wgt + Bsinwgt)

/\A/\AAa
AR
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Systemes a un degr € de libert & (14)

Mouvement ap ériodique e > 1

51,2 = —&Wo + ’iCUQ\/ 62 —1

Q?(t) _ €—€w0t(Aew0\/62—1t _I_Bewm/sQ—lt)
Mouvement avec amortissement critique e =1

S1,2 = —&Wo

r(t) = e (A + Bt)
X(t)+
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Systemes a un degr é de libert & (15)

Ordres de grandeur de 'amortissement critique

Batis de machines: 0,01 a 0,03
Arbres en acier: 0,005 a 0,01
Réducteurs 0,02 a 0,06

Accouplements élastiques 0,04 a 0, 2

— D<ex1
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Systemes a un degr € de libert & (16)

Décrément logarithmique

x(t)

e °¥ (A coswgt + Bsinwgt)

= Xe ¥ cos(wgt — @)

Mouvement oscillatoire amortie

Définition A= In %=
LTn+1
A= 2e

x()1,.
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Systemes a un degr é de libert & (17)

Amortissement par frottement sec

Equation du mouvement

mz + Fysign(t) + kx =0

Décroissance linéaire de I'amplitude
A X
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Systemes a un degr € de libert & (18)

Principe de superposition
mx+cx+k x=f(t)
Cl. x(0)=x,, x(0)=x,

Equation du mouvement

c (%)
|
ul

€]

C
|
K A

l
2
:
E
3
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Systemes a un degr € de libert & (19)

Réponse a une excitation periodique
f (1)t

ANVANVANN
SV

f(t) :%ao +é (aIO cospw; t+b, sinpw; t)
p=1
avec les coefficients

T =2p/wy

apzédf(t)cosprt at P=012,...

2 T .
b=—q f()snpw, t dt Pp=12,...

T
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